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���4¥ ��}h�(z|�B���?}B��{� z��}h{~ �|}�~Þ����

-order
�8��������
�c}B� � ��z|¡|�?��z|�B ,��{ � }?{��?��"{���#���8�
���h}B��{ ��� �%}?�h�

� }B�8��zÌ�8�3}?{ �`�-���8�`��}�~Z���7��z� �����(z� }?{~ �8����}B�
� ��� ���{��}B��{�3�h��!�����8���7�0}h{|�?�8� � z�
� � ¡��/�?��4z�8�G���
� �
	(���|}?������������z|��� �B���7������§� �?�� ��}?{~\z|�B����}?�?}��
� �����h�� ������������ }��8� ���|}�� �%}?�?�(�����8� ��{�8����� �
��z�
���h}B��{ � �|}���� �?������7��}��8� � }?{ �h���}?�*�������7 Ì�%����?���� ���*{���%����}?��� � �h}?��}?�%��� }����B�,�7���3���������0�?}���

(1/ r)∂p/∂θ
 *�%�|}B���5�?����-�7�
�
�����B� � z��}?{~ ��� 	����|}h�B������� ��z|����}h{|�B�

∂2p/ ∂r∂θ � �������	��
���	�������
�������������������	����� ����!"������#$���%���&�	'(���&�()	�*
,+-���������.�	�����	/102����+-���&+�����+-�%���3��#$4	���	���%���	����56���	�
4�+7��������+7�8���9����+�!:� ��5;���	�8! <>=?���	'?!:<

–
=@! ��'����BAC���	�@4�+7��������+7�?�&+7�����

-
'���+-��D	������D	���%�E!"�������

-

D	�����	��'6���F���	�G��+-�%/H���	I � 02��+J�����%�>4	��+������&������+K��#L��!"4��%�M���	�N02����+-���&+O��#$4	���	���%���	�K��5 1/ r∂p/ ∂θ
���	'

∂2p/ ∂r∂θ
/H��D	�B���	�P����! �B����!"���%QR�	��
S��D	�&+3
S�P�&�����T���	��
U�����	�&+:��#L��!;4������ A�� � / � QJV��&4��������%���

��4	��+7�&����+����	���E���@4�+7�����&���;���W���	�3D����������	�@����+�!:I�
��	�&+7�3�������@X����	'(��5?�&4�4�+7��#$��! �����%���	�@�	�����	/
��Y[Z"��4��������%Y-�L+������K
,�����\������']���^�K
,+7���	/N+7��������� �

0_���	������`aQcb1�������	�����d���d�&� �Se =�f�g%Qc0_+7�&���	' e =�h�gG���	'BiS����+���!:�B���	'BV����%� e =�j�gM�	����'P����!"4	���&�
5-���������k'���5-5���+7���	�����9���l�	���

-
���%��/m/m��+���'W!:�����	���?���n��`o�����	'�+-�%�����*������+�'����	���%���?���l����!;4����������	�
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+7��'��%������' � ���_�	������� ��5N����!;4�+7��� ����)��%� � ����� ��� �d���	��� �O�����	'��%����Q����	�O�����	�����%���	�,���a���	�J4	���%��+���#$�%�,
S��+��
������D	��'6�	�����	/:���N��+-�%�����%��� ������+7'����	�����"��`a������! ��� �	�"'���+��������%���	�G��5]���	���N��+-�%�������&� ��`a������! 
S��+��
��+-)�����+���+-����` ���	��� ���	QS�&�	'*���	�:!;�������

-
D	�&���	��'PD	��+-�%��)�������AC�

r
Q��

θ
I 5���+6���	�*�����	��+:'���+7�������%���	�:
S��+��

��)��������	��'G)�`"+�������������� ��5J���	�G��`\������! ���F+�<
	6
��	��+��G������`E! ��'����>!:<>= ���	' ! <
-
=N!:�&` ��#$�%��� ��� �

���	�N4m+7�����&���L����! ��+-�%�����J�����	��! �N��� D	��+-`8����!"������+2���S���	� ���	���2�	����' ���;���	����� �����	'�������Q !:��+��S'����%�����%�
�����3)	� 57�����	' �������	� D	�����%'������%����������������� �� �	�����	��+d��4��������3��� +7�&!:��D	� ���	�6�����	/H���%��+-���������G���J���	�
4	������+ �&# �%�R���R����������!"���	�����K���	�K4	��������� ��� +7<
	^)�`3'�������+-��)��������	/ ���	�]4	���������J���@���	�]+7��'��%����'���+������������
������+������	/ 
,�����

∆
+����:A[5���+^�S������57��+�! /H+���':��4	���&���	/;���:+7I]�&�	';!:�&4�4����	/E���	�"'���! �����*A�	�Q��

π
I���A�	�Q � I

�������TA�	
,π)* (-

� Q �GIS5���+3��D	�����	�������	/?���	�B+���'������6'���+-��D	������D	��� ��� �����B���	����+7���;���	���S�	�?����!:��+������&�
)	�����	'���+-`1�����	'����������	�]�	��D	� �%� )	�6��4	������5-����'��&�R���	�S4	���%��+G��#$��� ��� �	�S+���'������K'���+-��D	������D	� ���%���	�����%�

������J��4	��� ���	�S����������+������	�S
,�����	�����J�&D	�����	��������� ��� +7<
	 ��� ����� ���N��������������������`^���	��! �����	��';'��������	� ����'
��� e =�g � ���G
������L�	���M�����%�>��'����M)����F+����������L���L57��+2���	� �����������3
,�������:
S���	��D	�N4	���������]�&�L���	�N4	�����&+
��#$��� ��� �,
S�O
,����� '���+-��D	�O�O����� ��5R��#L�����c�����	�����%���	�R
,���������&+7�K
 �����c'���5-���	��'^���^���	�24	������+R��#$���R
 �

������ �	���\�	��D	�>�%�^��D	����']���	�>4�+7�������	���K��5R���	���^4	���������R��� ���	�]���������&+-�����	� �

� 60������������� ���!���4�����(���������� ����'(��!������)����
�*����+,� '

V��&��Y-�J����4�4	�����>���	���\���	�K��`\������! ��5,/m��D	�&+-�����	/ �����	���������	�L! ��`S)	�]
�+������%���������

∂Q

∂t
= RHS(Q) (1)
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���������	� 
��� �������������	�	� ��� ����� �	�	��� �
 �	��������	����������� �������	� - � ��� �!������������ 
������"�

Q=(ρux,ρur,ρuθ,ρ �#�$%� ρ ���&����� � ����������'(�)�*���&�����+�!������,-'.��� � �����/����,-���0���!� � �1� � �/���!�%�325476�89$

�	������!�����)�����7:���:����0���������������)���;��'<����� � �����	�!�=�	���� � ���������	�&�	�>���������!��� � �=�����?�����*�	���������:�����'@��)�����

transpo�%�0�	A:�����������&�
)� �� �!����:��B�!� � ��������,C'D�E��������: � ����,F�����G������� �&�	�>���������!��� � �=�����?�����/�1:�� -
,-�%� � ���	�����&�	������%����:���������H���I�����&��	���&�
HJLK78+�1����:��������������M

N ���O��:�� �������	���P�Q������� � ���",R�����������7�����:�,-�.�>�S�	�=�����O�����������!:������=
���%�T�
=�����U���������������0���
�����04G6V8U���L����W���	�!����'/�����������������M N ���O�����Q�X���Y���%:��X��
Y� ����O�	A:�����������=�����X��������: � � � ���UKZA�M[2�\$%�
��:����]�	�Z����������������^�	A:�����������Z
���&���	������_��?���	���������>�`��Z
���&��:��%��:��������	�?A:��������������	�Z���a�����V�	�	�����

47b"c�8d�	������:��������������M N ���e�����'?���f����%������� � ��
%
������!���	�&�������"�	���+����� � ��
%
��!�������G�	A:��!��������0���@K7A�M
2�\$W��� � �����!�%������� � ��'+�=�����������P�����=_����%���������=���f�����=����
����9��� � ��� � �F�
PK7A�M(2�\$D���G������,-����_��!��:�� � ��

multi-_�����:�� � ���������I������!���!gh����Mji`�������������,Vk/�' �jl \m�n��W�����*� ���1�",R�����������"��g[������������o�
e����'

%:�����������;�������=���&����=��:������ -_�����:�� � ���=�����/��������U�!gh���I2%�>�	�����!�����D���������:�����`�1�������� �=�����/_��!����������'($
�	���I���&�=�%���������+�	�H
���������"��p

F(r,θ) = (fm
m=0

∞
� (r) ⋅cos(mθ) + gm (r) ⋅ sin(mθ)) (2)

���������O

m
��� � , m

�����O�����'q����f�������0���+�=�������r����_��&� -���s�� � ���"tu��������"�!�r��v9w�M@xy
=�z���^��_�������
 m
��� � , m

�!���X������@��'<���Q���������O�����:�� � ��v9wU��� � ���������Y�����"���0�����%���	�0�	����������+�����'V�!_����I�����F�!���0�
H���
������������
*�{���?� ��� �Y
 m �!� � , m

�!���f������|����������'q�f� �����%���Q��� � �	��	�� � ����,-��';���������/�����"���?�>���%���	�

�	������!��� �����'+� ��� �����"�����G�
P��M*b}�������������7�����!�����Q�����9���� � �r
���r��: r
��� � �%: θ

���������f����~��	���	�����^�


�����O��g[�������1����I
������
���Y��:������ -_�����:�� � _����%����������0���(�����&�����,-����M N ������&�	�� � �������������������'F�������(�����
� �����r,R�����������r���!�%����0��g[������������+�
=�&������,-���`_�����:�� � A:��!��������'�2%89$Y���������)��������=�!gh���0�	���I���Z�������������

as:
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S(r,θ) = rm α mn
n=0

∞
� r2n�  

�  
�  �  

�  m=0

∞
� ⋅ cos(mθ) + rm βmn

n=0

∞
� r2n�  

�  
�  �  

�  m=0

∞
� ⋅ sin(mθ) 2 � $

���������?�����;��g[�����	�>��������I
���U��:������ -_�����:�� � A:��������������	� 2%�M#,RM#�r: r
��� � : θ

$I�	����:��Q�?�����V
��������������,

form:

M(r,θ) =
1

r
A0n

n=1

∞
� r2n + rm−1 A mn

n=0

∞
� r2n�  

�  
�  �  

�  m=1

∞
� ⋅ cos(mθ) + rm−1 Bmn

n=0

∞
� r2n�  

�  
�  �  

�  m=1

∞
� ⋅ sin(mθ)

(4)

b ��~�������� �
 ����� �������
 �
 K7A�M/2 � $+���� ��� ,-��_����������!�%������, �������|�����Q� �����+,E���������!�Ii`�:��%���!�
��g[������������ �
V8s���d�����U
����� �
"K7A�M02���$"��� � ���	A:���������, �������/�����G�����U������� �f�����U���	,-:����������7�����
��%��,C����M N ���)i`�:��������0��g[������������I���I������� �0�
0�	���������gU_��������������	�0�	���I���Z�������������+�	��p

F(r,θ) = (
��
m

m=0

∞
� (r)eimθ ) (5)

��������� �

m (r) ���F�O�����'<����������r���+�"�=�����s�	��f������gd�	����
�
%���!����������M@K7�	���+�������z���+�����U��:��f� ��������

�	���I���&�=�%���������+�	��p

��
m (r)eimθ = cn(m)rneimθ

n=0

∞
� = rmeimθ cn(m)rn−m

n=0

∞
� = wm cn(m)rn−m

n=0

∞
� (6)

���������"�FvR'�����tuvR��� iθ M"bV��� m ���L���	,-:������G���`�����,-���f
���G�����W� ≥ w�� �����0���	A:��������Q�����W�������`��	���e�������

���?K7A�MW2���$9���)���	,-:������X�����������	�&�
n
2 � $�v9w/
���X�
	R�Q�W�	�U\���� s ���)����H���	,C:������&���=�����,-���?
���O���w�MUbF�����
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s
22s )zy(r �
�
��

�
� += ���)���,-:������&�����'e
���&��_����?_�����:��	�&�
&��Mfi`��Z� ��� _�����:���Z�
Z�`����� � ���%��_�������_��

�
Y� s �=�����I���	�1���	���(���Z'V��0tO�������L�	���������� r/1 �=�������I���H����L��������'<�����&���L��%��,C����M
N ���S
����� �
V�����.�����%���	� ��g[���������������
���f��:������ -_�����:�� � A:���������������Q2%�	M#,EM#�X
����: r

$����� ���

� � � :��	� � ��'Q��������%_�����,/�������Y: r
�	��� ���I�=�%�������!�+��� ������� �O�
0����� � �!�%����������?_��!����������'S�	���������������

uy
��� � : z

�	��p

ur=uycos(θ)+uzsin(θ) (7)

���������e�����e
���%� �
^:
y
��� � : z�

�f�!gh���!����������O���e,-��_��!�s��' 2 � $%Mok�' ���	,-���:�������,?�����I������� �e��� �
:�������,a����,R�����������*� � �!�����������	�I�
Z�����/
����� ���	����2 θ)cos(mθ)=cos((m-1)θ $�� �	����2�2 � �X\$ θ $Z����?�	���

�	�	������'"���	��_����YK7A�M�2���$�M
b��f�"�I������_����:�����'Q�Q������������ � ����' ���	�!�����e�� � ���%���	�������;_�������������' ��������������=���O:�����A:�����'

� ��
%����� � ���������&�����,-���������I����&�	���+�=�%�����	p

∂S

∂θ r=0
= 0 (8)

N �����r���!��������������� � �P����������������:������P
���`: z
vU:

rsin(θ)+uθcos(θ $%�h���^��'/����~�����,O����� � ���%��_�������_��	�

�������I���	�����	������� θ ����&�	���+�=�%�����	p

0 =
∂ur

∂θ
− uθ

�  
�  

�  
�  

r=0

sin(θ) +
∂uθ
∂θ

+ ur
�  
�  

�  
�  

r=0

cos(θ) (9)
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���������
	����������������������������������� �"!�#
θ $ ��!��%��&����"'(!��*)

∂ur

∂θ
= uθ

�"!�� ∂uθ
∂θ

= −ur
�+�,��-/.

(10)

0 ���+���1'��2�"!����(���"��'(354��������+!��768��!��������"'�!��7��!9�����%:;�"!��"�*�"�<�*����3=���>�����%�*�"��'��8� �+?@4��+!���'���!����*���>�
r
�"!��

uθ
BAC�

A ij
( r ), Bij

( r ), A ij
(θ) D+E�F Bij

(θ) D+G�H2I(J�HLK8M�H"N�N�O�K"O�H"E�I�PQM�NRI(J�HLP*H"G�O�H8PQH"SUT�D"E�P�O�M�E�PRN*M�GRV
r
D"E�FLV

θ
O(E

W�X�Y�Z\[�]�^ I�J�H
N�M�_�_�M�`2O(E�a�G*H"_�D+I(O�M�E9J�M�_�F�P�N�M�G D"_(_bO ≥1:

A i0
(θ) = Bi0

( r) D"E�F Bi0
(θ) = −A i 0

( r ) (11)

c J�O�PdG�H"_�D"I(O�M�EeK�D"E5f�HgM�f�I�D"O(E�H8Fhf�ijV�PkO(E�a�I(J�HhK�M�G�G�H�P�T�M�E�F�O(E�a9PlH"G�O�H8P2H"SUT�D"E�P�O�M�E�P2amO(n�H"Eof�i W�X�YUZ�p�]

N�M�G>V
y
D"E�F�f�i W�X�Y�Zq[�] N�M�G>V

r
D"E�F�V

θ
^ G*H8P�T�H8K"I�O(n�H"_�i Y�c J�H8PlH%P*H"G�O�H8P1H"SUT�D"E�P�O�M�E�P1D"G�H
T�_�V�a;a;H8F�O�E�I�M�r

V
y=urcos(θ)-uθsin(θ) (12)

D"E�F,V�P�O�E�aeD"_�asH"f�G�D"O�KtO�F�H+E�I(O(I�O�H8PjP�O(u5O(_�D+G�I�MBI(J�H,M�E�H�PjH"u5T�_�M�i<H8F5I�MeF�H8F�V�K8HgI(J�H,asH"E�H"G�D+_
N*M�G�uvM�N

I(J�H,PlH"G�O�H8PjH+S@T�D+E�P�O�M�E�P2N�M�Gwu,V�_�I(O -n�D"_�V�H8FBn�D"G�O�D"f�_�H8PLD"IRI(J�HhT�M�_�D"GtD"SUO�P Z\W�X�YU[�]�^ M�E�H5K8D+ExP*H8HhI(J�D+I

I(J�H
T�M�_�iyE�M�u5O�D"_bu,V�_�I(O(T�_�iyO�E�azK8M�P Z�{ θ
] O(E9I�J�H
|�},~�M�N W�X�Y�Z*��{�] J�D8P�I�J�H
N�M�G�u�r

1

2
B10

(θ) + A10
(r) + r2(...) + ...( ) (13)
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� P I(J�O�P T�M�_�iyE�M�u5O�D"_ PkJ�M�V�_�F J�D"n�H D F�M�V�f�_�H�� H"G�M D"I I�J�H M�G�O�amO�E ^ M�E�H P�J�M�V�_�F G*H X V�O(G*H

B10
(θ) = −A10

(r ) Y,c J�HzM�I�J�H"G1G*H"_�D+I(O�M�E�P O(E W�X�Y Z*����] N*M�_(_�M�` PkO(u,O�_�D"G�_(ioN�G*M�u D+E�D"_(i<P�O�P�M�N
I�J�HQN*M�G�u M�N

T�M�_(i E�M�u,O�D"_�P�u5V�_(I�O(T�_(i O(E�aQI(J�H%M�I�J�H"G>ueM�F�H8P�O(E9I�J�H
|Q}�~�M�N W�X�Y�Z*��{�]�Y

� i K8D"_�K"V�_�D+I(O(E�ahI(J�HLF�H"G�O(n�D"I�O(n�H8PQ`wO�I(J5G�H8P�T�H�K"I/I�M θ D+E�FLG�M�N7I(J�HgP*H+G�O�H�PQH+S@T�D+E�P�O�M�E�PwamO�n�H"E5f�i

W�X P Y<Z�p�] D+E�F Zq[�] N*M�G�D+_(_
M�T�H"G�D+I�M�G�P7T�G�H�P*H"E�I/O(EBI(J�H |Q}�~ M�N7I(J�Hga;M�n�H"G�E�O(E�aoH X V�D"I�O�M�E�P W�X�YbZ*��] D"E�F

I�D���O�E�a I�J�H _�O(u5O(I r → 0 D E�H8` N*M�G�u M�N�I(J�H a;M�n�H"G�E�O(E�a H X V�D"I�O�M�E�P I(J�D"IoO�P n�D"_�O�F D+I9G��	� O�P

M�f�I�D"O�E�H8F Y c J�H8PlH D"G*H D P*H"I M�N H"S�D8K"I H X V�D+I(O�M�E�P D"IoI�J�H T�M�_�D"G D"SUO�P ^ T�G�M�n�O�F�H�F I(J�D+I `LH K8D"E

K8D"_�K+V�_�D"I�HtH+S>D�K"I(_�izI(J�HgK8M�H"N�N�O�K"O�H"E�I�P �
mn
^
�

mn
^
αmn

^
βmn

N�MmGQD"_(_ I�H"G�ueP7T�G*H8P*H"E�I O�E5I�J�H |�},~ M�N W�X�Y

Z���]�Y }�M�`LH"n�H"G ^ N�M�GwDhP�i<P�I�H"u M�N��	 W�� P2`wO�I(J P*H8K�M�E�F - M�G�F�H+GdG�D�F�O�D"_RF�H+G�O(n�D+I(O(n�H�P ^ D8P>O�P>I�J�HhK8D8P*H1N*M�G

I(J�H��,D"n�O�H"G - ~�I�M���H8PeH X V�D+I(O�M�E�P ^ O(IjO�PeP�V�N�N�O�K+O�H"E�ILI�M K�D"_�K+V�_�D"I�H D"ILu�M�P�ILI(J�H K8M�H"N�N�O�K+O�H"E�I�P `2J�M�P*H

O(E�F�O�K�H8P u D"E�FtE,n�D"G�iof�H"I�`tH8H+E��,D+E�F {�^ D�P�`LHtPkJ�M�` E�H"SUI Yzc J�HwN�O(E�D"_
H"SUT�G*H8P*P�O�M�E�PRO�E,I(J�H2|Q}�~

M�N W�X�Y Z���] D"G�HjF�H"T�H"E�F�H"E�I M�E I(J�H�T�D"G�I(O�K"V�_�D"G%P*H"I M�NhH X V�D+I(O�M�E�PRI(J�D"I�O�P�P*M�_(n�H�F Z O�E�n�O�P*K"O�F ^ _�D+u,O(E�D+G ^

I(V�G�f�V;_�H"E�I ^ K8M�u,T�G*H8P*P�O�f�_�H ^ O(E�K8M�u5T�G�H8P*PkO(f�_�H ^ H"I�K Y ]�Y },M�`LH"n�H"G ^ I(J�HoT�G�H8P*H+E�IQueH"I(J�M�F�O�Phn�D"_(O�F N*M�G

D"E�i P�i<P�I�H+uvM�NtH X V�D+I(O�M�E�P2I(J�D+I�K�D"E f�HB`wG�O(I�I�H"E O(ExK+iy_�O(E�F�G�O�K8D"_ Z M�GLP�T�J�H"G�O�K8D"_ ] K8M�M�G�F�O�E�D"I�H�P2O�E I�J�H

N�M�G�u M�N W�X�Y�Z���]�Y },H"E�K8H ^ G�H"N*H"G�H+E�K8H%O�P u�D8F�H%I�MoI�J�H � T�T�H"E�F�O�S N*M�G2I(J�H%N�O�E�D"_wH"SUT�G�H�P*P�O�M�E M�N I�J�H

|�},~ K8M�G�G*H8P�T�M�E�F�O�E�a I�M I�J�H K8M�u5T�G�H8PlP�O(f�_�H I(V�G�f�V�_�H"E�ILN�_�M�` H X V�D"I�O�M�E�PBI�J�D"I,`tH"G*H V�P*H�F O(E I�J�H

T�G�H8P*H+E�I N�_�M�` K8D"_�K"V�_�D"I�O�M�E�PdI�M%n�D"_�O�F�D"I�H1I(J�O�P>u�H"I�J�M�F Y�� EoI(J�H1N*M�_(_�M�`wO�E�a9F�O�P*K"V�PlP�O�M�E `LHh`wO�_(_ N*M�K"V�P

M�V�G2D"I�I�H"E�I�O�M�E M�E9T�M�O�E�I(O(E�ajM�V�I7P*M�ueH%a;H"E�H"G*D"_<N*H8D"I�V�G�H8P Y

� I�I�J�O�PtT�M�O�E�I�O(I�O�PtG*H"_�H+n�D"E�I�I�M _�M�M�� D"I�I(J�HeH"SUT�G*H8P*P�O�M�E�PtN�M�GtI(J�HePlH"G�O�H8P�H"SUT�D"E�P�O�M�E�P,M�N,D

single-n�D"_(V�H8F n�D"G�O�D"f�_�H D"IgI(J�H M�G�O�amO(E ^ _�H"I � P�P*D"i I(J�H P�I�G�H8D"ue`wO�P*H�n�H"_�M�K+O(I(i V x
Z K8M�H"N�N�O�K"O�H"E�I�PzO(E

P*H"G�O�H8PwH"SUT�D"E�P�O�M�E�PwD"G�H _�D+f�H"_�H8F αmn
(x) D"E�F βmn

(x) ]�^ D"E�FhN�M�GQD1u5V�_(I�O -n�D+_(V�H8FoM�E�H ^ I(J�H1G*D8F�O�D+_ n�H"_�M�K+O(I(i

ur
Z K�M�H"N�N�O�K"O�H"E�I�PwD"G*H A mn

(r) D"E�F Bmn
(r) ]�^ D8Pw`tH+_(_ D8P>I�J�H"O(GdN�O(G*P�IRD"E�FoP*H�K8M�E�F%G�D8F�O�D"_RF�H"G�O(n�D"I�O(n�H8P ^ O�EBI�J�H

_(O(u5O(IbG →0:
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ux = α00
(x) (14)

∂ux

∂r
= α10

(x) cos(θ) + β10
(x) sin(θ) (15)

∂2ux

∂r2 = 2α01
(x) + 2α20

(x) cos(2θ) + 2β20
(x) sin(2θ) (16)

ur = A10
( r) cos(θ) + B10

(r) sin(θ) (17)

∂ur

∂r
= A01

(r) + A20
(r) cos(2θ) + B20

(r) sin(2θ) (18)

∂2ur

∂r2 = 2A11
(r) cos(θ) + 2B11

(r) sin(θ) + 2A30
( r) cos(3θ) + 2B30

(r) sin(3θ) (19)

� PwH"SUT�H8K+I�H8FhI(J�HgP*H"G�O�H8PwH"SUT�D"E�PkO�M�E�PwM�NQP*K8D"_�D"G X V�D"E�I�O(I(O�H8P Z H Y a Y ^ V
x
] K8M�E�I�D"O(E M�E�_�ijI(J�H1u �	�hueM�F�H ^

`wJ�O�_�H I(J�M�P*H M�N V
r
D"E�F V

θ
K�M�E�I�D"O�E M�E�_�i I(J�H u�� � Z K�M�P Z θ ]�] D"E�F u�� –

� Z P�O�E Z θ ]�] ueM�F�H8P Y

� H8D"E�`2J�O(_�H ^ I(J�HzN�O�G�P�ILF�H"G�O(n�D"I�O(n�H�M�NBD�P*K8D"_�D"G X V�D"E�I�O(I(i O�P�u5V�_(I(O�n�D"_(V�H�F D�P�O(IgK8M�E�I�D"O(E�P�I�J�Hju�� �

D"E�F –
� ueM�F�H8P ^ `2J�O(_�H I�J�H P*H8K�M�E�F F�H"G�O(n�D"I�O(n�H K8M�E�I�D+O(E�P�I(J�Hxu��	� ^,{ D"E�F –

{ u�M�F�H8P Y � E

parI�O�K"V�_�D"G ^ I(J�O�P D"T�T�_�O�H8P9I�M I(J�H T�G�H8PlP�V�G�H ^ T ^ `2J�O�K"J O�P D P�O(E�a _�H -n�D"_(V�H8F P*K8D+_�D"G ^ f�V�I ∂p/ ∂r O�P

multi-n�D"_(V�H�FxD"I�G � � Y � N�`tHeasM f�D8K��xI�M W�X�Y2Z*��] N�M�GtI(J�HBV
x
n�D"G�O�D"f�_�H ^ D"E�F I�D ��H5I(J�H5_�O(u5O(IjD8P

r → 0
^ `LH%M�f�I�D+O(E�r

∂ux

∂t
=

∂α00
(x)

∂t
= RHSux

(20)

��������� RHSux

	�
������������� ����� ��	�
 � ������� � 
 � � ��� 	�
��� � 	������ � ����� ������	�
!��"
# ��� ����
 � �$� � ��� � 
!�%��


&�����
!��'%�()������
%�� �*� 
�� � � �,+.-�/10/ -1,2,- 2 /43 ����� –365 � ����7 #�# � �����8:9�;=<>�?
 � � ��� ��
 �A@"B ; 5 2 - 9C��
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& � ����%���� / � ��� 	�
 � ���'��	�� � ����� � � �1!�%�������� � � 
 � � ��� � ��� � � � � 8 #������'��
���"
��� ��� ����'� ����� ������� � � ��&�% � �"�����

� ��� � � � ��� ����������� � � � � 
!�% � & � �'!�	 � � � ��� � ��� 	�
 � �'����	�� � ��� � � !�%�����#�%�( �����=��%�% &�!���� ��� �,+�- � 
�� � ���

RHSux

� !��'��& � ��B !���%:� 
 � ��� 
�; <>��� ��� � � � � �$� � �A� ��� � ��#�# � ��� �A��� � � � �'! � � ��� 	�
��� � ��&�!���� 
���

	�
 � �����,� � 
 � ��%�% � ��� � ����� �6	
��������� � � ��� RHSux

�����,!�� � @"B ; 5 0�0 9';�� 
 � � � ��� / ������������!���%

� ���'� � � ��( 	
���������?��
� - � ��� 
?	
 � ���'��	�� � ����� � !�%�����#�%�( ����� � ��� � ≠ -)� 
�� � ��; <1� � �	�� / ��� 	���� & �

# � 
� � � � � ��� � � ���=# � 
# ��� ��( � 
% ���6��
� 
��%�( � 
 � � ����� ��� 
�6� ��� ��B !������ 
���?� � � 	 � ��&������ � ���

� � �����'#�
 � �"
��� �'����� % � -����%�! � � ��� � � ��&�% � ��� � ��� #�
% � � ��8 ���*���*� �A� 
% ��/ &�!�� ��%�� 
 ��
 � ����� � # � ��� � ���


# ��� ����
 � �A�1!�	 � ���A	�
��� � 	������ ��/ ��� ��	�
!�� / ���% ����������
� / ��� ��	�
!��A�� ���'��#�������
� ��� � ����� � ��� � ( ��B !�������
� /

� ��	�;�� 
 � �����'� ����	 ��/ � ��� ���%���� ����� 
�,
# ��� ����
 ��/ �A� ��	 � � � �*��	��%�� � B !�����������( ����� � � !��A� � 
!�%�� 	�
���������


��%�( � �����,+.- � 
�� ��/ 	���� & ��� 8 # � � � � � � ���
	

∂ux

∂x
+

∂ur

∂r
+

1

r
ur +

∂uθ
∂θ

�  
�  

�  
�  =

∂α00
(x)

∂x
+ 2A01

(r) (21)

��������� � ��� �'� � � � �,� � � � � ��� ����������� � 	����6& � 	��%�	�!�% ��� � � � ��� � � 8C�	���%�( � ��� ��� �,��� � � � 
�� !�� � � 5�� th


 � � ��� 	
 � #���	�� ������ ��� � ��	 � � ��� � ��� # � � � � ��� � 
 �� 9 � 
 � #�
�������A�'����!���� � � � � ��( � � 
 � � ��� #�
%�� � ��8 � ��;

��� � � 
&�� ��� ������� 
�=� � � � ! � ��
 � � ��� 	�
��������!�����( ��B !�������
� /�� � 	���'� � �=���*��� � ��
%�!�����
� ��B !�������
� ��
 �

� ��� � � ���'����(�	

∂ρ
∂t

= −
∂ρux

∂x
+

1

r

∂rρur

∂r
+

1

r

∂ρuθ
∂θ

�  
�  

�  
�  = −

∂α00
(ρ)α00

(x)

∂x
+ A10

(r)α10
(ρ) + B10

(r)β10
(ρ) + 2A01

( r)α 00
(ρ)

�  

�  
�  �  

�  
�  

(22)
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���������
	���������
����������������������� �����!�������"�#���$�%�
��&����
� ���%'
ρ ( ��� αmn

(ρ) ( �
&
βmn

(ρ) �*)��
�����
���+��, (�-/.�0 �1�!�

���
�32 (�.�0�( ��� ( �4� . ��� ( �����5	��6�879�8:1���
�3;��!���6��<
�*�!��� - ���=�%�
�><
x-- � - ������< - �6��< ( �%�����
:?��� - �����

��, ( ��� 0 '����
�@�!��� - �6�������6� . ���
&����
7A���1���
�1�6���
� � ( ���B;����C�6��� �%��' .
( ���!�D

∂2ux

∂x2 +
∂2ux

∂r2 +
1

r

∂ux

∂r
+

1

r2
∂2ux

∂θ2 =
∂2α00

(x)

∂x2 + 4α01
(x) (23)

EF���$�%�
�G<
r ( �
&�<

θ-- � - ������< - �6��< ( �������
�"�%�
�GHAI/JLK$� 0%0 �6����� ( �%�5��� 0 'M���
� -ON - P?( �
& -QN@P
- ��&��6�C:R���
�6�?�6�����%����S�<��%�����
�@� �#� -T(�0�0 ���
���!��� - � ( �#� ( &�&��6&��VUW�
�6�C�A��K��M�6��< ( �������
� ( �#�X��&������%��� (�0
�������
� 0 � - �%�

r → 0
:�����<
�"���Y�!����<������!���������Y����� (�0 ��< 0�( �!�G�%�
� 0 � - ���Y��������� 0 'Z���
�����$�%�
�[�6��< ( ���!���
��:

e.g.:

∂ur

∂t
=

∂A10
(r ) cos(θ) + B10

(r) sin(θ)

∂t
= RHSur

= RHSm=1cos(θ) + RHSm=−1sin(θ)

(24)

���\� ( ���!:
K��[K$� 0�0 ���
&?< . K$���%�\��K����C� (�0�( �+�6��< ( �%�����
�G�6��� �#�6� . ���
&����
7]���?�%�
� -QN@P?( �
&
- PA- ��&��6��:

�#�6� . �������%;
� 0 ' ( �?���
�/� ( �^���6�����#� - ���
� . ����;�����<
�A�#� 0!( ���!���
:B���
�_��� ( �����QS
�����
7V�%� ( � ( � r → 0
:`<

r

� ( ��S
�G��S�� ( ���
�6&a����� - <
θ
S�' ( �6��<����!���#� 0 ����b
K$�����c����� ( �%�����*���

πd ���GUW����� - � ( �
�e��� ( �B���e���
�@� ( &�� (�0
�6� -/. ���
����� ( �F�%�
� . � 0�( � ( ,f�!�$�!�+7g��;
����S�'M�����
	 P�h �:����
� (�i � - <��%� (�0 �6� -V. ���
�����A� ( ��S
��KX� �����!���

as:

uθ = A10
(θ) cos(θ) + B10

(θ) sin(θ) = −A10
( r) sin(θ) + B10

( r) cos(θ) (25)
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KX�
�����G<
���VK ( � -Q( &�� ���X�#� 0!( ���!��� 	 P�P ��OH?� 0�( �%����� 	 � � X� ( � (�0 ����S
�+<
�C�6& �!�*� �
��K ( �*�%���
���#�����

. �#��S 0 � - K$���%� - �����
��&�� �%� K$������� 0�� I/� . ��� (�0�� � ��< 0 � �!� (�.�.�0 ���6&4��< - ��� ��� (�0%0 ' ��� �#� - ��;
�
� ���
7g< 0�( � �����!�6� ( � �%�
� . � 0�( � ( ,f���G	����87 �8:��%���!��M� � ���
����� - �����
��&��@�%�
��2 (�.�0!( ��� ( �>KX� 0�0 S
�?� (�0 ��< 0�( �!�6&

( �B�%�
� . � 0�( � ( ,f���
S�'_��< - �����!� (�0�0 'M��; (�0 < ( �%���
7��%�
�@�#� 0%0 ��K$���
7]��, . �#�6���������
D

)2sin(4)2cos(44
x

u

rr

u

r

u

x

u )x(
20

)x(
20

)x(
012

)x(
00

2

2
x

2

2

2

2
x

2

2
x

2

2
x

2

θβ−θα−α+
∂

α∂
=

�
�

�

�

�
�
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APPENDIX
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���e�2���=	����"!��������(��-����*��� ��#x��;������2� �����
�2�+	�L �2�������� 	����W	������
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= −
∂ρux
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r

∂rρur
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∂ρuθ
∂θ
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∂θ
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∂ρuθ
∂t
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2η A 01
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(T )B20
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∂
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µ
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∂α 00
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Θ =
∂α00

(x)

∂x
+ 2A01

(r) (B11)
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